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内容

１．Modular Tensor Category
２．３次元 TQFT
３．例

参考書：
Lectures on Tensor Categories and Modular Func-
tors, Bojko Bakalov, Alexander Kirillov Jr.
Amer. Math. Soc. Univ. Lecture Ser. 21

MTC ←→ Top. 2D MF ←→ Analy. 2D MF
↘ ↑

↑ 3D TQFT

組紐群+ α

背景： 結び目，３次元多様体の量子不変量



1 Modular Tensor Category

Category（圏）

　　　　　Object + Morphism

以下では，具体的な内容は問わず，形式的な枠組みについて
述べる．

morphism は object 間の写像（をあらわす矢印，記号）

Mor(A,B) : A から B への morphism の集合

満たすべき公理（自然な性質）
　例：合成写像が存在する．

　　Functor 　Category 間の準同型



Addirive Category

• Mor(A,B) が k-vector space
　　　Mor(A,B) のかわりに Hom(A,B) と書く．

• Hom(A,B)×Hom(B,C)→ Hom(A,C)： k-bilinear

• ゼロ obj. 0 がある．Hom(0, A) = Hom(A,0) = 0

• 有限直和が存在する．

Abelian Category　　(Additive Category であり）

• 任意の mor. に ker と coker が存在する．
（どちらも morphism である）

• 任意の mor. は全射と単射の合成である．
（全射の値域が Image にあたる）



































Modularity

tij = δij θi, cij = δij∗

とおくと

(s̃ t)3 = p+ s̃2, (s̃ t−1)3 = p− s̃2 c,

c t = t c, c s̃ = s̃ c, c2 = 1.

さらに， s̃ が可逆なことより

s̃2 = p+ p− c.

D =
√
p+ p−, ζ =

(
p+

p−

)1/6

とし，sij =
s̃ij

D
とすると

(s t)3 = ζ3 s2, s2 = c, c t = t c, c2 = 1.

(SL(2,Z) の射影表現：
(
0 −1
1 0

)
→ s,

(
1 1
0 1

)
→ t)





2. 3D TQFT

データ

• 境界のない曲面 N −→ τ(N) ベクトル空間

• ３次元多様体 M −→ τ(M) ∈ τ(∂M) ベクトル

• f : N → N ′ 同相 に対しf∗ : τ(N)→ τ(N ′) 同型

• functorial isomorphisms

τ(N̄)
∼−→ τ(N)∗, τ(φ)

∼−→ k,

τ(N1 tN2)
∼−→ τ(N1)⊗ τ(N2).

（N̄ ： N の向き付けを逆にしたもの）



公理

τ は次をみたす．

• Functoriality

　f : M
∼→M ′ に対し(f |∂M)∗ (τ(M)) = τ(M ′).

• Gluing

　境界の張り合わせが morphism の合成に対応する．

• Normalization

　τ(N × [0,1]) = idτ(N)

　τ(S2) = k, τ(B3) = 1 ∈ k.









典型的な例
• Reshetikhin-Turaev 不変量（Jones 不変量）
　(Uq(sl2), q = exp(2π

√−1/N) に対応)
framing anomaly のため，実際はもう少し複雑
• 一般化

変わった例
• LMO (Le-M.-Ohtsuki) 不変量による TQFT
　　　　　　　　　　　　　　　(M.-Ohtsuki)
　　　Jacobi 図の空間を用いる．
　　　テンソル積の意味が変わってくる．
　　　grading が入り，全体では無限次元になる．

• ADO (Akutsu-Deguchi-Ohtsuki) 不変量

Uq(sl2) at q = exp(2π
√−1/N) の

最低 weight 表現に対応

Alexander 多項式の一般化



3. ADO 不変量

最低ウェイト表現 q = expπ
√−1/N

Uq(sl2) =
〈
K,X, Y

∣∣∣ KXK−1 = q X,

K Y K−1 = q−1 Y, [X,Y ] =
K2 −K−2

q − q−1

〉
.

Vλ =
〈
v0, v1, · · · , vN−1

〉
,

X vλi = [i+ 1] vλi+1, Y vλi = [λ− i] vλi−1,

K vλi = q−
λ−1
2 +i vλi .

[a] =
qa − q−a
q − q−1

, [n]! =
n∏

i=1

[i] (n ∈ Z>0 )

次の記号も用いる．

(a)q = qa−q−a, (a+ n)q!

(a)q!
=

n∏

i=1

(a+i)q (n ∈ Z>0)



R-行列など

R·(vλi ⊗ vµj ) =
∑
n
q2(λ−1

2 +N−i)(µ−1
2 −j)+n(λ−1

2 −
µ−1
2 −i+j)−n(n+1)

2 ×

(q − q−1)n

[n]!

[i+ n]!

[i]!

[µ− j + n− 1]!

[µ− j − 1]!
(vµj−n ⊗ vλi+n),

R−1 · (vλi ⊗ vµj ) =
∑
n

(−1)n×

q−2(λ−1
2 −i)(

µ−1
2 +N−j)+n(λ−1

2 −
µ−1
2 −i+j)+n(n+1)

2 ×
(q − q−1)n

[n]!

[j + n]!

[j]!

[λ− i+ n− 1]!

[λ− i− 1]!
(vµj+n ⊗ vλi−n).





Modularity

• twist tλ = q
λ2−1

2 倍する．

• Hopf link s̃λµ =
√−1−(N−1) q−λµ

表現の assign されていない成分については，λ を assign

し，dλ をかけてR 上 λ で積分したものとする．
t や s の積も R 上の積分で定義する．

Theorem.
　s と t の作用により， R 上の関数の空間への SL(2,Z)
の射影表現が定義される．

t.f(x) = q(x
2−1)/2 f(x), s.f(x) = c

∫

y∈R
qxy f(y)（Fourier 変換）



Verlinde Formula

Nk
ij =

∑
r

s̃ir s̃jr s̃k∗r
p+ p− dr

ADO では p+ p− = 1 であり，和は R 上の積分とする．

Nν
λµ =

∫

x∈R

s̃λx s̃µx s̃(N−ν−2)x

dx
dx

= c

∫

x∈R

q−(λ+µ+N−ν−2)x (q(N−1)x + q(N−3)x + · · ·+ q(−N+1)x) dx

= c

∫

x∈R

q−(λ+µ−ν+2N−3)x + q−(λ+µ−ν+2N−5)x + · · ·+ q−(λ+µ−ν−1)x) dx

=





1 ν = λ+ µ− (2i+ 1) (i = 0,1, · · · , N − 1)

0 その他

テンソル表現の分解則と一致する．



まとめ

• MTC から得られるもの
　　結び目や３次元多様体の不変量
　　3D TQFT

　　　　写像類群の表現，Modular functor，CFT

• MTC の欠点
　　有限性，半単純性という強い制約条件
　　　　　数論に通じる困難がある．
　　　　　量子群では非常にうまくいった．
　　　　　作用素環からのアプローチもある．

• MTC の条件をうまく緩めて，より広く応用できる扱い
やすい理論を構成したい．
　　　　　例　LMO, ADO
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